' Ministerium fiir M GK HT 1
Schul d Weiterbild .

8 iEs NRW, Seie 1v0n 2

Nordrhein-Westfalen .

Name:

Abiturprufung 2007
Mathematik, Grundkurs

Aufgabenstellung:

Durch die Funktion f mit f(t)=0,02t? -e™"" wird das Wachstum einer Fichte in Abhéngig-
keit von der Zeit t (gemessen in Jahren) beschrieben. Dabei gibt f(t) nicht die Héhe,
sondern die Wachstumsgeschwindigkeit in Metern pro Jahr (zum Zeitpunkt f) an. Der
Graph von f ist auf Seite 2 dargestellt.

Zum Zeitpunkt t =0 hat eine frisch eingepflanzte Fichte eine Hohe von ca. 20 cm.

a) Berechnen Sie den Funktionswert von f an der Stelle t =30 und interpretieren Sie das
Ergebnis im Sachzusammenhang.
Beschreiben Sie anhand des Graphen von f, wie sich die Fichte im Laufe der Jahre
entwickelt. (11 Punkte)

b) Bestimmen Sie rechnerisch das Alter, in dem die Fichte am stérksten wéchst.
Geben Sie zudem die gréBte Wachstumsgeschwindigkeit an. (11 Punkte)

[Es gilt: f”(t)=0,0002-(t?> — 40t + 200)-e*"* . Nachweis nicht erforderlich!]

¢) Begriinden Sie anhand des Graphen von f, dass die Fichte nach 20 Jahren weniger als
20 Meter hoch ist.
Zeigen Sie, dass durch F(t)=-0,2-(t* + 20t + 200)-e™®"! eine Stammfunktion von f
gegeben ist.
Berechnen Sie die zu erwartende Hbhe der Fichte nach 20 Jahren. (16 Punkte)

d) Begriinden Sie durch Eigenschaften der Funktion f, dass F eine Wendestelle hat.
(5 Punkte)

e) In einem Lexikon steht, dass bestimmte Fichtenarten bis zu 60 m hoch werden kdnnen.

Ermitteln Sie, welche Hbhe eine Fichte, deren Wachstum durch die Funktion f beschrie-
ben wird, maximal erreichen kann (gerundet auf ganze Meter). (7 Punkte)

Nur fur den Dienstgebrauch!
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Fichte (Langenwachstum in Meter/Jahr)

Schule und Weiterbildung

des Landes
Nordrhein-Westfalen

Ministerium fiir

7:

——b————b——— - — - —— e —— e —— - ———F——— - —— —t———— - ——— |

it sk Ml Sty bt st nbbeberk sl et Rty Bt bl it bty el Bty

P
|
|
|
|
|
|

T e et B ot e e e ettt EEE T B
S e ey Y S B
T g gy 0 S S

-
|
|
|
|
|
|
[ -

-
|
|
|
|
|
|
[ [ —

R

f(t)f

A

»——J;‘q——————+————-+—————|—————

VOB i aN

| i ettt ferhels bl Bl

o120
1

| _08

L

po02)
0

Nur fur den Dienstgebrauch!

— Wissenschaftlicher Taschenrechner (ohne oder mit Grafikfahigkeit)

- Mathematische Formelsammlung
— Woérterbuch zur deutschen Rechtschreibung

Zugelassene Hilfsmittel:
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Unterlagen flr die Lehrkraft
Abiturprufung 2007
Mathematik, Grundkurs

1. Aufgabenart
1 Analysis

2. Aufgabenstellung

siehe Prifungsaufgabe

3. Materialgrundlage

4. Bezuge zu den Vorgaben 2007

1. Inhaltliche Schwerpunkte
— Untersuchung von Exponentialfunktionen einschlie3lich notwendiger Ableitungsre-
geln (Produkt- und Kettenregel) in Sachzusammenhangen
— Untersuchungen von Wirkungen
— Flachenberechnung durch Integration

2. Medien/Materialien
— entfallt

o

Zugelassene Hilfsmittel

Wissenschaftlicher Taschenrechner (ohne oder mit Grafikfahigkeit)
Mathematische Formelsammlung
Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung

6. Vorgaben fur die Bewertung der Schilerleistungen
6.1 Modellldsungen
Modelllésung a)

f(30) = 0,02-30% e =0,896

Eine 30-jahrige Fichte wéachst mit einer Geschwindigkeit von ca. 90 cm (0,896 m) pro Jahr.
Der Baum wachst die ganze Zeit (f(t) > 0). Zu Beginn nimmt die Wachstumsgeschwindig-
keit sehr schnell zu (6-jahrig ca. 0,4 m/a) und erreicht nach ungeféahr 20 Jahren die grofite
Geschwindigkeit (mehr als 1 m/a — weniger als 1,2 m/a). Danach wachst die Fichte wieder
langsamer, bis nach etwa 70 Jahren die Geschwindigkeit auf etwa 0,1 m/a gesunken ist.
Mit 100 Jahren ist der Baum praktisch ausgewachsen (Wachstumsgeschwindigkeit nur
noch unwesentlich groRer als 0).

Nur fir den Dienstgebrauch!
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Modelll6sung b)

Bestimmung der Extremstellen:

f'(t) =...= (0,04t — 0,002t?)e™ " (Produkt- und Kettenregel)

f'(t) =0 fuhrt zu den mdglichen Extremstellen: t; =0 ; t, = 20. (f"(20) < 0, 20 ist lokale Ma-
ximumestelle)

Der Graph zeigt, dass das Maximum bei t, liegen muss.

f(20) = 1,083

Eine 20-jahrige Fichte wachst am starksten, namlich etwa 1,08 m pro Jahr.

Modelllésung c)

Der Inhalt der Flache unter dem Graphen von f gibt den Gesamtlangenzuwachs des Bau-
mes an. Abschatzen der Flache (z. B. durch ein Trapez) fihrt zu einem Wert, der deutlich
unter 20 liegt. Die Anfangshdhe von 0,2 m kann dabei vernachlassigt werden.

F'(t) = f(t) (Produkt- und Kettenregel) zeigt, dass F eine Stammfunktion von ist.

20
j f(t)dt = [F(t)]%° = 12,93

Es ist eine HOhe von 13,13 m zu erwarten (etwas mehr als 13 m). Dabei ist die Anfangs-
hohe berticksichtigt.

Modelllésung d)

Die Funktion f hat an der Stelle 20 eine lokale Extremstelle (d.h. f'(20) = 0).
Wegen F"(t) = f'(t) hat F bei 20 eine mogliche Wendestelle. Wegen {"(20) < 0 (oder we-
gen des Vorzeichenwechsels von f' bei 20) folgt, dass F bei 20 eine Wendestelle hat.

Modelllésung e)

Fir die HOhe der Fichte im Jahr z (z > 0) gilt:

h(z) = 0,2 + J.f(t)dt = _0,2(2% + 20z + 200)e ™% + 40,2 (in m).
0

Der erste Summand ist kleiner als 0, aber fir hinreichend grof3e z nahe bei 0 (z. B. -0,11
fur z = 100).

Bei angemessener Rundung kann man sagen:

Eine Fichte, deren Wachstum durch die vorliegende Funktion f beschrieben wird, kann
etwa 40 m hoch werden.

Nur fir den Dienstgebrauch!
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6.2 Teilleistungen — Kriterien

Teilaufgabe a)

HT 1

3vonb6

maximal

Anforderungen erreehbare
Der Prifling R
1 [berechnet den Funktionswert an der Stelle 30. 2(
2 |interpretiert das Ergebnis. 3
3 |beschreibt die Entwicklung der Fichte. 6 (I)
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modellldsung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.
Teilaufgabe b)
Anforderungen o
Punktzahl
Der Priifling (AFB)
1 |berechnet die 1. Ableitung. 3
2 |bestimmt das gesuchte Alter. 6 (Il
3 |gibt die starkste Wachstumsgeschwindigkeit an. 2(
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modellldsung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.
Teilaufgabe c)
Anforderungen R
Der Priifling Kk
1 |[begrindet anhand einer geeigneten Abschatzung. 4 (I
2 |zeigt, dass F eine Stammfunktion von f ist. 4 (I
3 |berechnet das bestimmte Integral. 6 (I
4 | bestimmt die Hohe unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung. 21

Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modellldsung sein.

Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

1 AFB = Anforderungsbereich

Nur fur den Dienstgebrauch!
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Teilaufgabe d)
Anforderungen onaximal
Punktzahl
Der Prufling (AFE)
1 [begrindet, dass F eine Wendestelle hat. 5 (I
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modellldsung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

Teilaufgabe e)

Anforderungen naximal
Punktzahl
Der Prufling (AFE)
1 [ermittelt die H6he einer Fichte zum Zeitpunkt t =z . 3 (I
2 |ermittelt die maximale Hohe. 4 (11N
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modellldsung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

Nur fur den Dienstgebrauch!
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7. Bewertungsbogen zur Prifungsarbeit
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Name des Priflings: Kursbhezeichnung:
Schule:
Teilaufgabe a)
Anforderungen Lésungsqualitat
Der Priifling maximal EK?® ZK DK
erreichbare
Punktzahl
(AFB)
1 |berechnet den Funktionswert ... 2
2 |interpretiert das Ergebnis. 3(In
3 |beschreibt die Entwicklung ... 6 (1)
Sachlich richtige Alternativen (11):
| Summe Teilaufgabe a) 11
Teilaufgabe b)
Anforderungen Lésungsqualitat
Der Priifling maximal EK ZK DK
erreichbare
Punktzahl
(AFB)
1 |berechnet die 1. Ableitung. 3
2 | bestimmt das gesuchte ... 6 (I
3 |gibt die starkste ... 2
Sachlich richtige Alternativen (11):
Summe Teilaufgabe b) 11

2 EK = Erstkorrektur; ZK = Zweitkorrektur; DK = Drittkorrektur

Nur fur den Dienstgebrauch!
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Teilaufgabe c)

M

GKHT1
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Anforderungen Lésungsqualitat
Der Prifling maximal EK ZK DK
erreichbare
Punktzahl
(AFB)
1 |begriindet anhand einer ... 4 (I
2 |zeigt,dassF ... 4 (I
3 |berechnet das bestimmte ... 6 (I)
4 |bestimmt die Hohe... 2(In
Sachlich richtige Alternativen (16):
| Summe Teilaufgabe c) 16
Teilaufgabe d)
Anforderungen Lésungsqualitat
Der Prifling maximal EK ZK DK
erreichbare
Punktzahl
(AFB)
1 |begriindet, dassF ... 5 (I
Sachlich richtige Alternativen (5):
| Summe Teilaufgabe d) 5
Teilaufgabe €)
Anforderungen Loésungsqualitat
Der Priifling maximal EK ZK DK
erreichbare
Punktzahl
(AFB)
1 |ermittelt die Hohe ... 3 (1)
2 |ermittelt die maximale ... 4 (Il
Sachlich richtige Alternativen (7):
| Summe Teilaufgabe e) 7
| |Summe insgesamt 50 | | |

Die Festlegung der Gesamtnote der Prifungsleistung erfolgt auf dem Bewertungsbogen
einer Aufgabe aus der Aufgabengruppe 2.

Nur fur den Dienstgebrauch!
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Name:

Abiturprifung 2007
Mathematik, Grundkurs

Aufgabenstellung:

Der Graph einer ganzrationalen Funktion f dritten Grades hat im Ursprung des Koordina-
tensystems die Steigung 144. P(8|128) ist der Wendepunkt des Graphen.

a) Bestimmen Sie den zugehdrigen Funktionsterm mit Hilfe eines geeigneten Gleichungs-
systems. (12 Punkte)

Benutzen Sie im Folgenden

f(t) =t —24t% + 144t .

b) Berechnen Sie die Koordinaten der Achsenschnittpunkte und die relativen Extrempunkte
des Graphen von f. (14 Punkte)

Die Zuflussgeschwindigkeit des Wassers in einem Stausee einer Bergregion lasst sich in
den ersten 12 Stunden nach sehr starken Regenfallen ndherungsweise durch die obige
Funktion f, deren Graph auf Seite 2 abgebildet ist, beschreiben.

[t : Zeit in Stunden (h), f(t): Zuflussgeschwindigkeit in m%h]

¢) Begrinden Sie mit Hilfe des Graphen und geeigneter Funktionswerte, dass der Zeitraum,
in dem die Zuflussgeschwindigkeit mindestens 120 m*h betragt, langer als 7 Stunden ist.
(4 Punkte)

d) Berechnen Sie den Inhalt der Flache, die der Graph von f mit der t-Achse zwischen
t =0 und t =12 einschlief3t.
Interpretieren Sie das Ergebnis im Sachzusammenhang. (9 Punkte)

e) Berechnen Sie die Wassermenge, die innerhalb der ersten 2 Stunden zuflief3t.
Bestimmen Sie das zwei Stunden umfassende Zeitintervall, in dem die gré3te Wasser-
menge zufliel3t. Ermitteln Sie dazu einen rechnerischen Ansatz, mit dem das gesuchte
Intervall bestimmt werden kann. Beschreiben Sie (kurz) den Lésungsweg. Eine Durch-
fuhrung der Rechnungen ist nicht erforderlich. (11 Punkte)

Nur fir den Dienstgebrauch!
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& soemt NRW. Selte 2von 2
@8> Nordrhein-Westfalen .

Zuflussgeschwindigkeit des Wassers in den ersten 12 Stunden:

Zugelassene Hilfsmittel:
— Wissenschatftlicher Taschenrechner (ohne oder mit Grafikfahigkeit)

— Mathematische Formelsammlung
— Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung

Nur fir den Dienstgebrauch!
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Unterlagen flr die Lehrkraft

Abiturprufung 2007
Mathematik, Grundkurs

1. Aufgabenart
1 Analysis

2. Aufgabenstellung

siehe Prifungsaufgabe

3. Materialgrundlage

4. Bezuge zu den Vorgaben 2007

1. Inhaltliche Schwerpunkte
— Untersuchung von ganzrationalen Funktionen in Sachzusammenhangen
— Untersuchungen von Wirkungen
— Flachenberechnung durch Integration

2. Medien/Materialien
— entfallt

o

Zugelassene Hilfsmittel

Wissenschaftlicher Taschenrechner (ohne oder mit Grafikfahigkeit)
Mathematische Formelsammlung
Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung

6. Vorgaben fur die Bewertung der Schilerleistungen
6.1 Modellldsungen
Modelllédsung a)

Ansatz: f(x) = ax® + bx?* + cx + d ; a #0 ; Die ,Ubersetzung" des Textes filhrt zu:
Q): f0)=0 ; (2:f@©O)=144 ; 3):1f(8=128 ; @) : f"(8=0.
Aus (1) und (2) folgt d = 0 und ¢ = 144. Aus (3) und (4) unter Beachtung der Ergebnisse

fircundd : -1024 =512a +64b A 48a+2b =0
= -16 = 8a + b A b = -24a
s L. & a=1 A b = -24 (f"(x)# O fur alle x)

Nur fir den Dienstgebrauch!
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Modelll6sung b)

f(0) = 0, also S,(0[0) ; 2 —24t° + 144t =0 & t- (P - 24t + 144) =0 & ...
liefert die Nullstellen t; = 0 und ty3 = 12.

Extremstellen: f'(t) = 3t> — 48 t + 144 und f"(t) = 6t — 48

3t°-48t+144=0 & ... & t=4 vi=12

Wegen f"(4) < 0 und f"(12) > 0 ergeben sich die relativen Extrempunkte H(4|256) und
T(12|0).

Modelllésung c)

Der Graph zeigt, dass etwa nach einer Stunde die Zuflussgeschwindigkeit bei 120 m*/h
liegt (f(1) = 121 > 120). Da der Graph in diesem Bereich ansteigt, wird die 120 m*/h-Marke
bereits etwas friher erreicht. Der abfallende Graph liegt bei der achten Stunde noch deut-
lich Uber 120 (f(8) = 128). Fur das Zeitintervall [t;;t,], in dem die Zuflussgeschwindigkeit
mindestens 120 m%h betragt, gilt also: t; <1 undt, > 8.

Der Zeitraum ist demzufolge langer als 7 Stunden.

(Hilfreich ist eine Parallele zur t-Achse durch P(0]|120).)

Modelllésung d)

12

12

1
J.f(t)dt = [Zt“ —-8t® + 72t2} =1728 (als FlachenmaRzahl der zu berechnenden Flache)
0

0
Da f die Zuflussgeschwindigkeit pro Stunde angibt, wird so die Wassermenge, die insge-
samt im Zuflusszeitraum in den Stausee flieRt, bestimmt: 1728 m?.

Modelllésung e)

2
J'f(t)dt = [F(t)]i =228. In den ersten zwei Stunden flieRen insgesamt 228 m® zu.
0

X+2
Gesucht ist ein Intervall [x;x+2] mit 0 < x < 10, so dass J. f(t)dt maximal wird.

X

X+2
Die Volumenfunktion V zu V(x) = j f(t)dt [= 1 (x+2)* — 8(x+2)° +72(x+2)" — 1 x* + 8x® - 72x7]

X

ist dann auf Extremstellen zu untersuchen.

Nur fir den Dienstgebrauch!
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Seite 3von 6
6.2 Teilleistungen — Kriterien
Teilaufgabe a)
Anforderungen PR
Punktzalhl
Der Prifling (AFB)
1 [leitet aus den Angaben ein Gleichungssystem her. 4 (I
2 |bestimmt die Lésungen des Gleichungssystems. 6 (I
3 | gibt den Funktionsterm an. 2
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modellldsung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

Teilaufgabe b)

maximal

Anforderungen erreishbare
Punktzahl
Der Priifling (AFB)
1 |[berechnet S, und die Nullstellen. 5()
2 |berechnet die ersten zwei Ableitungen. 3()
3 | bestimmt die relativen Extrempunkte. 6 (I
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modellldsung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.
Teilaufgabe c)
Anforderungen e
Punktzahl
Der Priifling (AFB)
1 [begrindet, dass der Zeitraum langer als 7 Stunden ist. 4 (I
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modellldsung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.
Teilaufgabe d)
Anforderungen e
Punktzahl
Der Priifling (AFB)
1 [bestimmt eine Stammfunktion. 3(IN
2 |berechnet die FlachenmalR3zahl. 4 ()
3 |interpretiert das Ergebnis. 2 (In
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modellldsung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

1 AFB = Anforderungsbereich

Nur fir den Dienstgebrauch!
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Teilaufgabe e)
Anforderungen P
Punktzahl
Der Prifling (AFB)
1 [berechnet die Wassermenge der ersten zwei Stunden. 4l
2 |ermittelt einen rechnerischen Ansatz mit Hilfe der Integralrechnung. 5 (1)
3 |beschreibt den Losungsweg. 2 (1)
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modellldsung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

Nur fir den Dienstgebrauch!
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7. Bewertungsbogen zur Prifungsarbeit

M GK HT 2

Seite 5 von 6

Name des Priflings: Kursbhezeichnung:
Schule:
Teilaufgabe a)
Anforderungen Lésungsqualitat
Der Priifling maximal EK?® ZK DK
erreichbare
Punktzahl
(AFB)
1 |leitetausden ... 4 ()
2 |bestimmt die Losungen ... 6 (Il
3 | gibt den Funktionsterm ... 2l
Sachlich richtige Alternativen (12):
| Summe Teilaufgabe a) 12

Teilaufgabe b)

Anforderungen Lésungsqualitat
Der Priifling maximal EK ZK DK
erreichbare
Punktzahl
(AFB)
1 |berechnet Syund ... 5()
2 |berechnet die ersten ... 3
3 | bestimmt die relativen ... 6 (I
Sachlich richtige Alternativen (14):
| Summe Teilaufgabe b) 14
Teilaufgabe c)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Prifling maximal EK ZK DK
erreichbare
Punktzahl
(AFB)
1 |begriindet, dass der ... 4 (I
Sachlich richtige Alternativen (4):
Summe Teilaufgabe c) 4

2 EK = Erstkorrektur; ZK = Zweitkorrektur; DK = Drittkorrektur

Nur fir den Dienstgebrauch!
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Teilaufgabe d)

Anforderungen Lésungsqualitat
Der Priifling erTef?zL"l;z're EK ZK DK
it
1 |bestimmt eine Stammfunktion. 3(In
2 |berechnet die FlachenmaRzahl. 4 ()
3 |interpretiert das Ergebnis. 2(In
Sachlich richtige Alternativen (9):
| Summe Teilaufgabe d) 9

Teilaufgabe e)

Anforderungen Lésungsqualitat
Der Prifling maximal EK ZK DK
erreichbare
Punktzahl
(AFB)
1 |berechnet die Wassermenge ... 4(I)
2 |ermittelt einen rechnerischen ... 5 (1)
3 |[beschreibt den Loésungsweg. 2 (1)
Sachlich richtige Alternativen (11):
| Summe Teilaufgabe e) 11
| |Summe insgesamt | 50 | | | |

Die Festlegung der Gesamtnote der Priifungsleistung erfolgt auf dem Bewertungsbogen
einer Aufgabe aus der Aufgabengruppe 2.

Nur fir den Dienstgebrauch!
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Nordrhein-Westfalen .

Name:

Abiturprufung 2007
Mathematik, Grundkurs

Aufgabenstellung:

a) Ermitteln Sie die Achsenschnittpunkte und die relativen Extrempunkte des Graphen der
auf Seite 2 dargestellten Funktion f mit

f(x)= VI IS
27 3
Begriinden Sie, dass der Graph von f symmetrisch zur y-Achse ist. (18 Punkte)

Benutzen Sie im Folgenden, dass einer der Hochpunkte H(3|4) ist und dass die relativen
Hochpunkte auch absolute Hochpunkte sind.

b) Die Gerade g mit y =4 verlauft durch die Hochpunkte des Graphen von f.

Zeichnen Sie die Gerade g in die Abbildung auf Seite 2 ein.
Berechnen Sie den Inhalt der Flache, die vom Graphen von f und der Geraden g einge-
schlossen wird. (11 Punkte)

c) Leiten Sie die Gleichung der Parabel her, die ihren Scheitelpunkt im Ursprung hat und
die durch die beiden Hochpunkte des Graphen von f verlduft.

[Zur Kontrolle: y = gxz ]

Berechnen Sie den Inhalt der Flache, die von der Parabel und der Geraden g aus
Teilaufgabe b) eingeschlossen wird.

Zeigen Sie, dass sich der Inhalt A dieser Fldche auch mit der Formel A = % -S-h
berechnen lasst, wobei s der Abstand der beiden Schnittpunkte der Geraden g mit der

Parabel und h der Abstand des Scheitelpunkts zur Geraden ist. (13 Punkte)

d) Zeigen Sie allgemein, dass die obige Formel zur Berechnung der eingeschlossenen
Fléche auch dann gilt, wenn die Parabel zu y = %xz von einer beliebigen Parallelen

zur x-Achse (y =c, ¢ >0) geschnitten wird. (8 Punkte)

Nur fur den Dienstgebrauch!



Ministerium fiir
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2

, 1 4 2
Funktionsgraph f(X)=——Xx"+=x“+1:
unktionsgraph zu f(x) 7 3

M GK HT 3
Seite 2 von 2

¢ S
i=N

I

et Bt et b dd

O ) NP

Abbildung

Zugelassene Hilfsmittel:

- Wissenschaftlicher Taschenrechner (ohne oder mit Grafikfahigkeit)

— Mathematische Formelsammlung
— Woérterbuch zur deutschen Rechtschreibung

Nur fur den Dienstgebrauch!
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1. Aufgabenart
1 Analysis

2. Aufgabenstellung

siehe Prifungsaufgabe

3. Materialgrundlage

4. Bezuge zu den Vorgaben 2007

1. Inhaltliche Schwerpunkte
— Untersuchung von ganzrationalen Funktionen
— Flachenberechnung durch Integration

2. Medien/Materialien
— entfallt

5. Zugelassene Hilfsmittel

Mathematische Formelsammlung
Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung

6. Vorgaben fur die Bewertung der Schilerleistungen
6.1 Modelllésungen

Modelllésung a)

Schnittpunkt mit der y-Achse: Sy(0|1)

Wissenschaftlicher Taschenrechner (ohne oder mit Grafikfahigkeit)

Nullstellen: Nach Substitution (z = x?) erhalt man z? — 18z — 27 = 0 mit den Lésungen
Z1,=9 £ 4108 . Da z, < 0, erhalt man fiir x nur 2 Losungen: Xy, = £ yY9++/108 = + 4,4
rel. Extrempunkte: f'(x) = —& X3 + % x = 0 flhrt zu den potentiellen Extremstellen

X1=-3;%X=0;%=3.Wegenf"(0) >0 und f"(£3) < 0 ergeben sich ein rel. Tiefpunkt bei

T(0|0) und zwei Hochpunkte: H1(3]|4) und Hx(-3|4).
Symmetrie: Fir alle x € IR gilt f(x) = f(—x)

(oder: f ist ganzrational mit ausschlief3lich geraden Exponenten).

Nur fir den Dienstgebrauch!
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Modelll6sung b)

Aufgrund der Vorgaben gilt f(x) < 4 fir alle x ; also ist (z. B.) zu berechnen:

3
j(4—(—%x4 +2x? +1))dx . Eine Stammfunktion: F(x) =13z X" =2 x® +3x
0

Fur das bestimmte Integral ergibt sich der Wert 4,8. Flacheninhalt A = 9,6 FE.

Modelllésung c)

Wegen des Scheitelpunkts S(0|0) ist der Ansatz y = ax? moglich.

Einsetzen der Koordinaten des vorgegeben Punkts fihrt zu a = %.

3
Flachenberechnung (analog zu Teil b)): I(4—%x2)dx = [4x _%XSJZ =8.
0

Also A =16 FE. Mits =6 LE und h = 4 LE liefert die Formel ebenfalls das Ergebnis.

Modelllésung d)
Die Schnittstellen der Geraden mit y = ¢ und der Parabel mit y = gxz liegen bei
Xip = * % Je (c > 0). Fur die Formel ergeben sich fiir h und s folgende Maf3zahlen:

h=cunds=2 2Jc =3Jc.AlsoA=2 ¢ 3Jc =2cc [FE].
3Je
Mit Integration : '[ (c —%xz)dx =...=c+/c (fur die halbe FlachenmaRzahl).
0

6.2 Teilleistungen — Kriterien

Teilaufgabe a)

Anforderungen naximal
Punktzz}hl
Der Priifling (AFB)
1 [berechnet den Schnittpunkt mit der y-Achse. 2
2 | bestimmt die Nullstellen (biquadratische Gleichung). 6 (Il
3 |berechnet die notwendigen Ableitungen. 3()
4 | bestimmt die Extrempunkte. 5 (I
5 |begrindet, dass der Graph achsensymmetrisch ist. 2 (I
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modellldsung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

1 AFB = Anforderungsbereich

Nur fir den Dienstgebrauch!
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Teilaufgabe b)
Anforderungen P
Punktzahl
Der Prifling (AFE)
1 |[zeichnet die Gerade ein. 2(
2 |ermittelt einen Ansatz zur Berechnung des Inhalts. 4 (1IN
3 |berechnet den Inhalt mit Hilfe der Integralrechnung. 50

Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modellldsung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

Teilaufgabe ¢)

maximal

Anforderungen erreichbare
Punktzahl
Der Priifling (AFB)
1 |leitet die Parabelgleichung her. 4 (I
2 |berechnet den Inhalt der eingeschlossenen Flache. 5()
3 | zeigt die Gultigkeit der Formel im vorliegenden Fall. 4 (I
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modellldsung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.
Teilaufgabe d)
Anforderungen e
Punktzahl
Der Prufling (AFB)
1 |ermittelt den Inhalt der Flache in Abhangigkeit von ¢ durch Einsetzen in die Formel. | 4 (lll)
2 |ermittelt den Inhalt der Flache in Abhangigkeit von ¢ mit Hilfe der Integralrechnung. | 4 (lll)
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modellldsung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

Nur fir den Dienstgebrauch!
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7. Bewertungsbogen zur Prifungsarbeit

Name des Priflings: Kursbhezeichnung:

Schule:

Teilaufgabe a)

Anforderungen Lésungsqualitat
Der Priifling maximal EK?® ZK DK

erreichbare

Punktzahl
(AFB)
1 |berechnet den Schnittpunkt ... 2
2 | bestimmt die Nullstellen ... 6 (Il
3 |berechnet die notwendigen ... 3
4 [bestimmt die Extrempunkte. 5 (I
5 [begrundet, dass der ... 2(In

Sachlich richtige Alternativen (18):

| Summe Teilaufgabe a) 18

Teilaufgabe b)

Anforderungen Lésungsqualitat
Der Prifling maximal EK ZK DK

erreichbare

Punktzahl
(AFB)
1 |zeichnet die Gerade ein. 2
2 |ermittelt einen Ansatz ... 4 (I
3 |berechnet den Inhalt ... 5()

Sachlich richtige Alternativen (11):

Summe Teilaufgabe b) 11

2 EK = Erstkorrektur; ZK = Zweitkorrektur; DK = Drittkorrektur

Nur fir den Dienstgebrauch!
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Anforderungen Lésungsqualitat
Der Priifling erTef?zL"l;z're EK ZK DK
Punktzahl
(AFB)
1 |leitet die Parabelgleichung her. 4 (I
2 |berechnet den Inhalt ... 5()
3 | zeigt die Giiltigkeit ... 4 (I
Sachlich richtige Alternativen (13):
| Summe Teilaufgabe c) 13
Teilaufgabe d)
Anforderungen Lésungsqualitat
Der Prifling erTeailZihngzlre EK ZK DK
Punktzahl
(AFB)
1 |ermittelt den Inhalt ... 4 (Il
2 |ermittelt den Inhalt ... 4 (Il
Sachlich richtige Alternativen (8):
| Summe Teilaufgabe d) 8
| |Summe insgesamt 50 | | |

Die Festlegung der Gesamtnote der Priifungsleistung erfolgt auf dem Bewertungsbogen

einer Aufgabe aus der Aufgabengruppe 2.

Nur fir den Dienstgebrauch!
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Name:
Abiturprufung 2007
Mathematik, Grundkurs
Aufgabenstellung: S

Ein Turm besteht aus einem quaderformigen Grundbau mit ei-

nem Spitzdach in Form einer geraden, quadratischen Pyramide

(s. Bild 1). Die Sonne steht schrag hinter dem Turm und wirft

den grau unterlegten Schatten. Zur Unterstitzung Ihrer Vorstel-
lung finden Sie am Ende der Aufgabe zusatzlich ein Schragbild E
des Turmes.

a) Geben Sie mit Hilfe des Schrégbildes die Koordinaten der
Turmspitze S an. (3 Punkte)

[Hinweis: Die Koordinaten der Turmspitze sind ganzzahlig.]
Bild 1

b) Zu einer anderen Jahreszeit, als in Bild 1 dargestellt wird, fallen Sonnenstrahlen parallel
3

zum Vektor v =| 3 | ein. Die durch die Punkte S und E festgelegte Dachkante erzeugt
-2

dabei in der x4-x>-Ebene einen Schatten.

Berechnen Sie die Endpunkte und die Lange dieses Schattens. (9 Punkte)
X} X4 1.0 15) (X
c) Durch | x; |=a || X, ||=|0 1 15| x, | wird eine Abbildung o des Raumes
X3 X, 00 0)\x
festgelegt.
a 3
Weisen Sie nach, dass alle Punkte der Geraden g: x=|b |+r-| 3 |, re IR, durch «
0 -2

auf den Punkt (a|b|0) abgebildet werden.

Interpretieren Sie die Bedeutung der Abbildung « im Aufgabenkontext.
Zeichnen Sie im Schrégbild den von den Sonnenstrahlen aus b) in der x,-x,-Ebene
erzeugten Schatten des Turmes ein. (18 Punkte)

Nur fur den Dienstgebrauch!
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d) Zwischen den Punkten A(24]14|0) und B(12|22|0) wird eine 2,2 m hohe rechteckige
Plakatwand aufgestellt (vgl. Schragbild).

Entscheiden Sie, ob man den Schatten der Turmspitze jetzt auf der Plakatwand sehen
kann. (16 Punkte)

e) Begriinden Sie, dass der Turmschatten symmetrisch ist, wenn die Sonnenstrahlen

3
parallel zum Vektor { 3 ] einfallen. (4 Punkte)
-2
Schragbild:
X3
|
S
A\
7\\
/1\ 2\
/]
/l/ \
/N
/ \
/ \\
E(6]0]4)
— X2
0J0J0
(6]6]0;
1
Plakatwand |
_ [ B(12]2210)
X1 .~ .
= _~
_— _—
.~
//
A(2411410) Langenangaben in Metern

Zugelassene Hilfsmittel:

— Wissenschaftlicher Taschenrechner (ohne oder mit Grafikfahigkeit)
- Mathematische Formelsammlung
— Woérterbuch zur deutschen Rechtschreibung

Nur fur den Dienstgebrauch!
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Unterlagen flr die Lehrkraft

Abiturprufung 2007
Mathematik, Grundkurs

1. Aufgabenart

2 Lineare Algebra/Geometrie mit Alternative 1 (Abbildungsmatrizen)

2. Aufgabenstellung

siehe Prifungsaufgabe

3. Materialgrundlage

4. Bezuge zu den Vorgaben 2007

1. Inhaltliche Schwerpunkte
- Lineare Gleichungssysteme fur n > 2, Matrix-Vektor-Schreibweise, systematisches
Lésungsverfahren fir lineare Gleichungssysteme
— Geraden- und Ebenengleichungen in Parameterform und Koordinatenform, Lage-
beziehung von Geraden und Ebenen
- Standard-Skalarprodukt mit der Anwendung Lange von Vektoren
— Alternative 1: Abbildungsmatrizen, Matrizenmultiplikation als Abbildungsverkettung

2. Medien/Materialien
- entfallt

5. Zugelassene Hilfsmittel

Wissenschaftlicher Taschenrechner (ohne oder mit Grafikfahigkeit)
Mathematische Formelsammlung
Woérterbuch zur deutschen Rechtschreibung

6. Vorgaben fiir die Bewertung der Schiilerleistungen
6.1 Modelllésungen

Modelllésung a)

S(33]12)

Nur fir den Dienstgebrauch!
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Modelllésung b)
E'(12]6]0) und S'(21]21|0) ergeben sich als Schnittpunkte der Geraden

6 3 3 3
X=|0|+r-| 3 |bzw. x=| 3 |+s:| 3 | mitder x4-x,-Ebene.
4 -2 12 -2

\/(21—12)2 +(21-6)* =+/306 ~ 17,5 ist die gesuchte Lange der Strecke E'S’ .

Falls in a) eine falsche Spitze S abgelesen wurde, flhrt das nicht zu einem Punktabzug
Modelllésung c)

- (2IHe 63 SEHEH)

Die Abbildung « projiziert also alle Punkte in Richtung der in b) angegebenen Sonnen-
strahlen in die x4-x,-Ebene. Die Abbildung « bildet jeden Punkt des Raumes auf seinen
Schattenpunkt in der x1-x>-Ebene, d. h. auf den Erdboden ab. Der Turmschatten ist im
Schragbild eingezeichnet (s. unten).

o T o
o O o
o T o

Modelllésung d)
Es wird der Schnittpunkt S" zwischen der Schattenlinie der Turmspitze und der Ebene
ausgerechnet, die durch die Plakatwand bestimmt ist:

24 12 0 3 3 12r =-21+3t 1
14 |+r-| -8 |+s-|0|=| 3 |+t| 3 |=-8r=—11+3t}=>r=——At=5A8=2
0 0 1) 12 2 s=12-2t 2
3 3 18
Wegen X, =| 3 [+5:| 3 |=|18|ist S(18|18]2) der gesuchte Schnittpunkt.
12 -2 2

Er befindet sich, da seine x1- und x2-Koordinate zwischen den entsprechenden Koordina-
ten der Punkte A und B liegen (24 > 18 >12 yng 14 <18 <22 iy 2 m Hohe auf der Pla-
katwand. Auch andere Argumente oder eine begriindete konstruktive Losung sind denk-
bar.

Modelllésung e)

Die Ebene x;—x, =0 ist eine Symmetrieebene des Turmes. Die Sonnenstrahlen fallen,
3

da die Koordinaten des Vektors | 3 | die Ebenengleichung erflllen, parallel zu dieser
-2

Symmetrieebene ein und erzeugen deshalb einen symmetrischen Schatten.

Nur fur den Dienstgebrauch!
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Schragbild:
X3
\ 6 12 3 21 0 6
a||0||=|6|.al 3 ||=|21|,a|6]||=]12
4 0 12 0 4 0
(313]12
/A‘\
/110N
L1\
/ N
AN
// \\ L\ (0l6|4)
E(6]0|4) "\
\ o X2
01010
(A1B10) \ (6|120)
\\\\ ’UI I \‘
E(126[0): i\, \ | ¢ Plakatwand |
~ NS elsL— . B(12]22]0)
X; = /)/\ \ o] Cler
=
— “o 1S"(21121]0)
>
7 Al2411410) Langenangaben in Metern
6.2 Teilleistungen — Kriterien
Teilaufgabe a)
Anforderungen errotohbare
Punktza1hl
Der Priifling (AFB)
1 |gibt die Koordinaten der Turmspitze an. 3 ()
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modelllésung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

! AFB = Anforderungsbereich

Nur fur den Dienstgebrauch!
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Teilaufgabe b)
Anforderungen e
Punktzahl
Der Priifling (AFB)
1 |berechnet die Endpunkte. 6 ()
2 |berechnet die Lange des Schattens. 3
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modelllésung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

Teilaufgabe c)
Anforderungen errotohbare
Punktzahl
Der Priifling (AFB)
1 |weist die Eigenschaft der Geraden bzgl. der Abbildung nach. 6 (I
2 |interpretiert das Ergebnis im Kontext. 3 ()
3 |berechnet die Projektion der Punkte. 5(I)
4 |zeichnet den Turmschatten. 4 (1)
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modelllésung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

Teilaufgabe d)

Anforderungen A
Punktzahl

Der Priifling (AFB)

1 |ermittelt die Ebenengleichung, in der die Plakatwand liegt. 5 (I

2 |bestimmt den Schnittpunkt zwischen der Schattenlinie der Turmspitze und der ,Pla- | 6 (ll)
katebene®.

3 |entscheidet, ob man den Schatten der Turmspitze auf der Plakatwand sehen kann. | 5 (Il)

Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modelllésung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

Teilaufgabe e)

Anforderungen errotohbare
Punktzahl

Der Priifling (AFB)

1 |begrindet die Symmetrie. 4 (1

Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modelllésung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

Nur fur den Dienstgebrauch!
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Name des Priflings: Kursbezeichnung:
Schule:
Teilaufgabe a)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling maximal EK? ZK DK
erreichbare
Punktzahl
(AFB)
1 |gibt die Koordinaten ... 3(l)
Sachlich richtige Alternativen (3):
| Summe Teilaufgabe a) 3
Teilaufgabe b)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling maximal EK ZK DK
erreichbare
Punktzahl
(AFB)
1 | berechnet die Endpunkte. 6 ()
2 |berechnet die Lange ... 3
Sachlich richtige Alternativen (9):
| Summe Teilaufgabe b) 9
Teilaufgabe c)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling maximal EK ZK DK
erreichbare
Punktzahl
(AFB)
1 |weist die Eigenschaft ... 6 (I)
2 |interpretiert das Ergebnis ... 3 (1)
3 |berechnet die Projektion ... 5()
4 | zeichnet den Turmschatten. 4 (I)
Sachlich richtige Alternativen (18):
Summe Teilaufgabe c) 18

2 EK = Erstkorrektur; ZK = Zweitkorrektur; DK = Drittkorrektur

Nur fur den Dienstgebrauch!
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Teilaufgabe d)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling maximal EK ZK DK
erreichbare
Punktzahl
(AFB)
1 | ermittelt die Ebenengleichung, ... 5 (I
2 |bestimmt den Schnittpunkt ... 6 (I)
3 |entscheidet, ob man ... 5(IN
Sachlich richtige Alternativen (16):
| Summe Teilaufgabe d) 16
Teilaufgabe e)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling er'p;ﬁ:g;'re EK ZK DK
Punktzahl
(AFB)
1 |begrundet die Symmetrie. 4 (1)
Sachlich richtige Alternativen (4):
| Summe Teilaufgabe e) 4
| |Summe insgesamt | 50 | | |

Festlegung der Gesamtnote (Bitte nur bei der letzten bearbeiteten Aufgabe ausfiillen.)

Losungsqualitat

maximal EK ZK DK

erreichbare
Punktzahl

Ubertrag der Punktsumme aus der ersten bearbeiteten Aufgabe 50

Ubertrag der Punktsumme aus der zweiten bearbeiteten Aufgabe 50

Punktzahl der gesamten Priifungsleistung 100

aus der Punktsumme resultierende Note

Note ggf. unter Absenkung um ein bis zwei Notenpunkte geman
§ 13,2 APO-GOSt

Paraphe

ggf. arithmetisches Mittel der Punktsummen aus EK und ZK:

Die Klausur wird mit der Note: ( Punkte) bewertet.

Unterschrift, Datum:

Nur fur den Dienstgebrauch!
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Fir die Zuordnung der Notenstufen zu den Punktzahlen ist folgende Tabelle zu verwenden:

Note Punkte Erreichte Punktzahl
sehr gut plus 15 100 - 95
sehr gut 14 94 - 90
sehr gut minus 13 89 -85
gut plus 12 84 - 80
gut 11 79-75
gut minus 10 74-70
befriedigend plus 9 69 - 65
befriedigend 8 64 — 60
befriedigend minus 7 59 - 55
ausreichend plus 6 54 - 50
ausreichend 5 49 — 45
ausreichend minus 4 44 -39
mangelhaft plus 3 38-33
mangelhaft 2 32-27
mangelhaft minus 1 26 - 20
ungenlgend 0 19-0

Nur fur den Dienstgebrauch!
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Abiturprufung 2007
Mathematik, Grundkurs

Aufgabenstellung:

Die jahrliche Entwicklung einer bestimmten Maikaferpo-
pulation mit einem Vier-Jahres-Zyklus wird durch die

nebenstehende Matrix beschrieben.

Im Juni des 1. Jahres legt das Weibchen Eier und stirbt
bald darauf. Aus etwa 60 Eiern schlipfen wenig spater

die Engerlinge.

Maikéfer

60

O O W o
o Ul O O

0
0
0
1
4

In den folgenden Jahren leben die Enger-
linge im Boden und richten (bei starkem
Bestand) erhebliche Schaden an den Wur-
zeln von Baumen und Strauchern an. Der
Engerlingbestand wird von Jahr zu Jahr
durch Krankheiten und naturliche Feinde

q dezimiert.

Im Herbst des 4. Jahres verpuppen sich die
Engerlinge. Ein Teil entwickelt sich zu weib-
lichen Kafern, die dann in der Erde Gberwin-

' __ tern und im Mai/Juni des nachsten Jahres

ins Freie kommen. In diesem Modell Uber-

lebt ein Viertel der zweijahrigen Engerlinge als weiblicher Kafer.
Bei besonderen klimatischen Bedingungen durchlebt ein Teil der Maikafer 3-jahrige bzw.
5-jahrige Zyklen. Diese Moglichkeit wird hier zunachst nicht berticksichtigt.

a) Stellen Sie die Entwicklung der Maikéferpopulation durch einen Ubergangsgraphen dar.
Beschreiben Sie die biologische Bedeutung der Koeffizienten der Matrix A und des Mat-
rizenproduktes A-x, wenn X die Anfangsverteilung der Engerlinge verschiedenen

Alters ist.

b) Berechnen Sie aus der nebenstehenden
Anfangsverteilung die Verteilungen fiir die
néchsten vier Jahre.

(4 Punkte)

(10 Punkte)

Zahl der En- 1. Jahres 30.000
gerlinge am 2. Jahres | 20.000
Ende des 3. Jahres 1.600
Zahl der weiblichen Kafer am

Ende des 4. Jahres 8.000

Nur fur den Dienstgebrauch!
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c) Berechnen Sie die Matrix A? und beschreiben Sie, wie das Element in der 3. Zeile und
der 1. Spalte der Matrix A? rechnerisch entsteht.

Besonders einfach ist die 4. Potenz: A* =

O OO -~
OO ~O0O
o -~ 0O
-~ O OO

Interpretieren Sie, was dieses Ergebnis fiir die Entwicklung der Population bedeutet.
Zeigen Sie, dass A™ = (A*)>-A? gilt, und berechnen Sie, welche Verteilung sich nach
14 Jahren aus der Anfangsverteilung von b) ergibt. (16 Punkte)

d) Untersuchen Sie, ob es eine Verteilung gibt, die im nachfolgenden Jahr wieder zu der-
selben Verteilung fiihrt, und geben Sie diese ggf. an. (10 Punkte)

e) Durch Klimaveranderungen beeinflusst verpuppen sich % der Uberlebenden einjahrigen

Engerlinge bereits am Ende des 2. Jahres. Auch von diesen Engerlingen wird ein Vier-
tel im darauf folgenden Jahr zu weiblichen Maikafern. Der Rest der einjahrigen
Engerlinge entwickelt sich ,normal*.

Bestimmen Sie die neue Ubergangsmatrix B. (10 Punkte)

Zugelassene Hilfsmittel:
— Wissenschaftlicher Taschenrechner (ohne oder mit Grafikfahigkeit)

— Mathematische Formelsammlung
— Woérterbuch zur deutschen Rechtschreibung

Nur fur den Dienstgebrauch!



Ministerium fir Schule und Weiterbildung NRW M GKHTS5
Seite 1 von 8

Unterlagen flr die Lehrkraft

Abiturprufung 2007
Mathematik, Grundkurs

1. Aufgabenart

2 Lineare Algebra/Geometrie mit Alternative 2 (Ubergangsmatrizen)

2. Aufgabenstellung

siehe Prifungsaufgabe

3. Materialgrundlage

4. Bezuge zu den Vorgaben 2007

1. Inhaltliche Schwerpunkte )
- Alternative 2: Ubergangsmatrizen, Matrizenmultiplikation als Verkettung von Uber-

gangen

2. Medien/Materialien
- entfallt

5. Zugelassene Hilfsmittel

Wissenschaftlicher Taschenrechner (ohne oder mit Grafikfahigkeit)
Mathematische Formelsammlung
Woérterbuch zur deutschen Rechtschreibung

Nur fir den Dienstgebrauch!
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6. Vorgaben fiir die Bewertung der Schiilerleistungen
6.1 Modelllésungen
Modelllosung a)

Da die Maikaferpopulation in unterschiedlichen Formen vorliegt (Kafer/Eier/Engerlinge)
sollte die Beschreibung des Modells recht genau vorgenommen werden:

Zahl der neu geschliipften Engerlinge
am Ende des Jahres

1
3 60
Zahl der einjahrigen Engerlinge Zahl der dreijahrigen Engerlinge
am Ende des Jahres am Ende des Jahres
1 1
5 4

Zahl der zweijahrigen Engerlinge
am Ende des Jahres

Ein Viertel der zweijahrigen Engerlinge werden zu weiblichen Kafern, die im nachfolgen-

den Jahr fir durchschnittlich 60 einjahrige Engerlinge sorgen. Nur % der neu geschlipften

und % der einjahrigen Engerlinge Uberleben. Es gibt in diesem Modell keine anderen

Ubergange, d. h., es gibt keine Kaferentwicklung bereits nach zwei Jahren Engerlingsda-

sein.
eng,
Das Matrizenprodukt A - X liefert aus einer Populationsverteilung x = 2231 am Ende ei-
2
eng,
nes Jahres die Verteilung der Population am Ende des folgenden Jahres.
Modelllosung b)
Es ergeben sich die folgenden Verteilungen:
480000 24000 60000 30000
= 10000 = 160000 | - 8000 = 20000 o .
X=| 4000 | *:=| 2000 | %> =|32000 | *«=| 1600 |- X istdie Verteilung am
400 1000 500 8000

Ende des i-ten Jahres.

Nur fur den Dienstgebrauch!
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Modelllésung c)

0 0 15 0
(1) 0 0 20 30000
2 _| 1 (20000 | _(24)° | a2,
A_15000,A 1600 | = (A1) | A
o o o 8000
20

M GK HT §
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30000 24000
20000 16000
1600 2000
8000 1000

1
Das Element E ist die Produktsumme der 3. Matrixzeile mit der 1. Matrixspalte.

Aufgrund dieses Modells verandert sich die Population wie im Vortext angegeben in einem

vierjahrigen Zyklus: Nach jeweils vier Jahren stellt sich dieselbe Populationsverteilung ein.

Modelllésung d)

0 0 0 60 60x, = x,
1
g 0 0 0 X1 X1 §X1 —X2 ggx4 :X1 X1 gg
1 X _ X 1 X =X X _

0 - O 0 Xz Xz < —X2:)(3 < 4X44= X32 A Xz X4 4 ’ X4GIR
0 2 o 3 X=X [ AX 1

_ —X, =X

4 4 3 4

Es gibt also unendlich viele Verteilungen, die konstant bleiben.

Modelllésung e)

1
3

Zahl der neu geschliipften Engerlinge
am Ende des Jahres

[SSI RN

1
Zahl der einjahrigen Engerlinge 4
am Ende des Jahres

-60

Zahl der dreijahrigen Engerlinge
am Ende des Jahres

o

1 Zahl der zweijahrigen Engerlinge
5 am Ende des Jahres
0 0 0 60
% 00 0
B= 2
0 15 00
11
0752 0

Nur fur den Dienstgebrauch!
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6.2 Teilleistungen — Kriterien
Teilaufgabe a)
Anforderungen e
Punktza1hl
Der Priifling (AFB)
1 |stellt die Entwicklung der Maikaferpopulation durch einen Ubergangsgraphen dar. 5 (I
2 |beschreibt die biologische Bedeutung der Matrixkoeffizienten. 3(Ih
3 |beschreibt die biologische Bedeutung des Matrizenproduktes A- X . 2(I)
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modelllésung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

Teilaufgabe b)

Anforderungen omaximal
Punktzahl

Der Priifling (AFB)

1 |berechnet die nachsten vier Verteilungen. 4 (I)

Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modelllésung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

Teilaufgabe c)

Anforderungen omaximal
Punktzahl
Der Priifling (AFE)
1 |berechnet A?. 4(1)
2 beschreibt, wie das Element in der 3. Zeile und der 1. Spalte der Matrix A® entsteht. 3()
3 |interpretiert das Ergebnis hinsichtlich der Populationsentwicklung. 4 (1)
4 |zeigt A" = (A"*A% 2 (I
5 |berechnet die Verteilung nach 14 Jahren. 3
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modelllésung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punkizahl bewertet.

! AFB = Anforderungsbereich

Nur fur den Dienstgebrauch!
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Teilaufgabe d)
Anforderungen e
Punktzahl
Der Priifling (AFB)
1 |gibt den Ansatz an. 2 ()
2 |bestimmt stationare Verteilungen. 6 (I
3 |ermittelt alle stationaren Verteilungen. 211
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modelllésung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punkizahl bewertet.

Teilaufgabe e)

Anforderungen orraiohbare
Punktzahl
Der Priifling (AFE)
1 |passt den Ubergangsgraphen den veranderten Vorgaben an. 5 (M)
2 |bestimmt die neue Ubergangsmatrix. 5(I
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modelllésung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

Nur fur den Dienstgebrauch!
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Name des Priflings: Kursbezeichnung:
Schule:
Teilaufgabe a)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling maximal EK? ZK DK
erreichbare
Punktzahl
(AFB)
1 |stellt die Entwicklung ... 5(Ih)
2 | beschreibt die biologische ... 3
3 | beschreibt die biologische ... 2(l)
Sachlich richtige Alternativen (10):
| Summe Teilaufgabe a) 10
Teilaufgabe b)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling maximal EK ZK DK
erreichbare
Punktzahl
(AFB)
1 |berechnet die nachsten ... 4 ()
Sachlich richtige Alternativen (4):
| Summe Teilaufgabe b) 4
Teilaufgabe c)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling maximal EK ZK DK
erreichbare
Punktzahl
(AFB)
1 | berechnet A*. 4
2 |beschreibt, wie das ... 3()
3 |interpretiert das Ergebnis ... 4 (I
4 |zeigt A™ = (A"3-A2 2 (Il
5 | berechnet die Verteilung ... 3N
Sachlich richtige Alternativen (16):
Summe Teilaufgabe c) 16

EK = Erstkorrektur; ZK = Zweitkorrektur; DK = Drittkorrektur

Nur fur den Dienstgebrauch!
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Teilaufgabe d)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling maximal EK ZK DK
erreichbare
Punktzahl
(AFB)
1 |gibt den Ansatz an. 2
2 |bestimmt stationare Verteilungen. 6 (I)
3 | ermittelt alle stationaren Verteilungen. 2 (I
Sachlich richtige Alternativen (10):
| Summe Teilaufgabe d) 10
Teilaufgabe e)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling maximal EK ZK DK
erreichbare
Punktzahl
(AFB)
1 | passt den Ubergangsgraphen ... 5 (1)
2 | bestimmt die neue ... 5 (I
Sachlich richtige Alternativen (10):
| Summe Teilaufgabe e) 10
| |Summe insgesamt | 50 | | |

Festlegung der Gesamtnote (Bitte nur bei der letzten bearbeiteten Aufgabe ausfiillen.)

Losungsqualitat
eneichbare | EK ZK DK
Punktzahl
Ubertrag der Punktsumme aus der ersten bearbeiteten Aufgabe 50
Ubertrag der Punktsumme aus der zweiten bearbeiteten Aufgabe 50
Punktzahl der gesamten Priifungsleistung 100
aus der Punktsumme resultierende Note
Note ggf. unter Absenkung um ein bis zwei Notenpunkte geman
§ 13,2 APO-GOSt
Paraphe
ggf. arithmetisches Mittel der Punktsummen aus EK und ZK:
Die Klausur wird mit der Note: ( Punkte) bewertet.

Unterschrift, Datum:

Nur fur den Dienstgebrauch!
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Fir die Zuordnung der Notenstufen zu den Punktzahlen ist folgende Tabelle zu verwenden:

Note Punkte Erreichte Punktzahl
sehr gut plus 15 100 — 95
sehr gut 14 94 - 90
sehr gut minus 13 89 -85
gut plus 12 84 - 80
gut 11 79-75
gut minus 10 74 -70
befriedigend plus 9 69 - 65
befriedigend 8 64 — 60
befriedigend minus 7 59 - 55
ausreichend plus 6 54 - 50
ausreichend 5 49 — 45
ausreichend minus 4 44 -39
mangelhaft plus 3 38-33
mangelhaft 2 32-27
mangelhaft minus 1 26 - 20
ungenlgend 0 19-0

Nur fur den Dienstgebrauch!
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Name:

Abiturprufung 2007
Mathematik, Grundkurs

Aufgabenstellung:

Der rechts abgebildete Wrfel mit der Kantenlange 4 [LE] hat
die gegentberliegenden Ecken O(0|0]0) und G(4|4|4).
Er wird durch eine Ebene E so in zwei Teile zerlegt, dass als
Schnittflache das grau gefarbte regelmaRige Sechseck ent-
steht, dessen Ecken die Mittelpunkte P(4]0]2), Q(2|0]4),
R(]2|4), S(0|4]2), T(2]4]0) und U(4|2]0) von sechs
Wirfelkanten sind.

a) Bestimmen Sie eine Gleichung dieser Ebene E in Parameterform.
Geben Sie eine Gleichung der Ursprungsgeraden OG an.
Zeigen Sie, dass die Gerade OG die Ebene E rechtwinklig schneidet, und berechnen
Sie den Schnittpunkt M. (16 Punkte)

[Zur Kontrolle: E: x+y+z=6, M(2]|2|2)]

b) Zeigen Sie, dass das Dreieck PMQ mit M(2|2|2) gleichseitig ist. Bestimmen Sie sei-
nen Flécheninhalt.
Berechnen Sie den Umfang des Sechsecks und seinen Fldcheninhalt. (12 Punkte)

[Zur Kontrolle: Das Dreieck PMQ hat den Flacheninhalt 243 FE.]

c) Ermitteln Sie das Volumen der Pyramide, die das Sechseck als Grundflédche und den
Punkt G als Spitze hat, und berechnen Sie, wie viel Prozent des Wiirfelvolumens die
Pyramide einnimmt. (8 Punkte)

3 -1
d) Zeigen Sie, dass die Gerade g: x=|3 |+s-| 1|, s€ IR, in der Ebene E liegt.
0 2
Bestimmen Sie die gemeinsamen Punkte der Geraden g und der Sechsecksfléche und
ermitteln Sie die besondere Lage von g beziiglich des Sechsecks. (14 Punkte)

Zugelassene Hilfsmittel:
— Wissenschaftlicher Taschenrechner (ohne oder mit Grafikfahigkeit)

- Mathematische Formelsammlung
— Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung

Nur fur den Dienstgebrauch!
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Unterlagen flr die Lehrkraft

Abiturprufung 2007
Mathematik, Grundkurs

1. Aufgabenart
2 Lineare Algebra/Geometrie ohne Alternative

2. Aufgabenstellung

siehe Prifungsaufgabe

3. Materialgrundlage

4. Bezuge zu den Vorgaben 2007

1. Inhaltliche Schwerpunkte
— Lineare Gleichungssysteme fur n > 2, Matrix-Vektor-Schreibweise, systematisches

Ldsungsverfahren fir lineare Gleichungssysteme
— Geraden- und Ebenengleichungen in Parameterform und Koordinatenform, Lage-

beziehung von Geraden und Ebenen
— Standard-Skalarprodukt mit den Anwendungen Orthogonalitdt und Lange von Vek-

toren

2. Medien/Materialien
— entfallt

5. Zugelassene Hilfsmittel

Wissenschaftlicher Taschenrechner (ohne oder mit Grafikfahigkeit)
Mathematische Formelsammlung
Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung

Nur fir den Dienstgebrauch!
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6. Vorgaben fur die Bewertung der Schilerleistungen

6.1 Modellldsungen
Modelllédsung a)

Gleichung von E in Parameterform:

I . 0 4 -1 0
Mit PQ=| O |und PU=| 2 |erhdltman E: XxX=|0 |+r-| O [+s-| 1|, r,selR.
2 -2 2 1 -1

[Kontrolle: x+y+z=(4-r)+(0+s)+(2+r—-s)=6]

1
0G: )?—t-(lJ, telR
1

-1) (1 0)(1
Wegen ( 0 J . (1} =-1+1=0 und ( 1 J . (1] =1-1=0 ist der Richtungsvektor von OG
1)1\1 -1)\1

orthogonal zu den beiden Richtungsvektoren von E und damit orthogonal zur Ebene E.
Schnittpunkt von OG und E:
s |=

1 4 -1 0 t= 4-r S =4-—r S
t-11|=|0]|+r-| O |[+s-| 1 |=>|t= S =|t=5s [=]|t
1 2 1 -1 t=2+r-s 2S=2+r 3s 6

oder einfacher mit dem Kontrollergebnis fir E: x+y+z=t+t+t=6=t=2.
Der gesuchte Schnittpunkt von OG und E ist M(2| 2] 2).

4—v

(1
NDNDN

N —~ =

Modelllésung b)

Der Punkt M(2] 2] 2) ist der Schnittpunkt der Geraden OG und der Ebene E.
IPQ|=+/(2-4) +0° +(4-2)° =+/8 =242 [LE],

IPM [=+/(2-4)° +(0-2)" +(2-2) =/8 =|PQ],

|QM | = \/(2— 2)? +(0-2)* +(4—2)° =~/8 =| PM|. Die Punkte P und Q haben denselben

Abstand von M und voneinander.
Das gleichseitige Dreieck PMQ hat den Flacheninhalt

§|PQ|-§|PQ|=@@=2@[FE]-

Das Sechseck hat den Umfang 6-|PQ |= 1242 [LE] und, da es aus 6 (zu PMQ)
kongruenten gleichseitigen Dreiecken besteht, den Flacheninhalt 6-2/3 =124/3 [FE].

Nur fir den Dienstgebrauch!
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Modelllésung c)

Da die Gerade OG das Sechseck in M rechtwinklig schneidet, hat die Pyramide die Héhe
IMG | = /(42 +(4—2) +(4-2) =23 [LE].

. . 1
Das Pyramidenvolumen ist daher 5-12\/5 : 2\/5 =24 [VE].

. 24
Das Pyramidenvolumen umfasst v = s =37,5% des Wirfelvolumens.

Modelll6sung d)

Wegen (3-5)+(3—-5)+2s =6 erfiillt der Geradenterm von g die Ebenengleichung von
E unabhangig vom Laufparameter s. Das bedeutet, die Gerade g liegt in der Ebene E.

Die Punkte A;(83-s|3-s|2s), seIR, 0<s <2, der Geraden g bilden die Strecke AB
mit den Endpunkten A(3|3|0)=A, und B(1|1|4)=A,. Die Strecke AB liegt in der
Sechsecksflache. A und B sind die Mittelpunkte der gegeniiberliegenden Sechsecksseiten
TU und (ﬁ Die Gerade g verlauft daher in der Mitte zwischen den Geraden QU und RT
und parallel zu ihnen; sie ist eine der [sechs] Symmetrieachsen des Sechsecks.

6.2 Teilleistungen — Kriterien

Teilaufgabe a)

Anforderungen e
Der Prufling Ko
1 |bestimmt eine Gleichung von E in Parameterform. 5 (I
2 |gibt eine Gleichung der Ursprungsgeraden OG an. 3
3 |zeigt, dass die Gerade OG die Ebene E rechtwinklig schneidet. 3 (I
4 |berechnet den Schnittpunkt. 5()
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modellldsung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

1 AFB = Anforderungsbereich

Nur fir den Dienstgebrauch!
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Teilaufgabe b)
Anforderungen P
Punktzahl
Der Prifling (AFE)
1 |zeigt, dass das Dreieck PMQ gleichseitig ist. 4 (I
2 |bestimmt den Flacheninhalt des Dreiecks PMQ. 3
3 |berechnet den Umfang des Sechsecks. 2D
4 |bestimmt den Flacheninhalt des Sechsecks. 3()
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modellldsung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

Teilaufgabe ¢)

Anforderungen e
Punktzahl
Der Priifling (AFB)
1 [bestimmt die Hohe der Pyramide. 3(1In
2 |berechnet das Pyramidenvolumen. 3
3 |berechnet den Anteil des Pyramidenvolumens am Wiurfelvolumen. 2(
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modellldsung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.
Teilaufgabe d)
Anforderungen P
Punktzahl
Der Prufling (AFE)
1 [zeigt, dass die Gerade g in der Ebene E liegt. 5 (I
2 |bestimmt die gemeinsamen Punkte der Geraden und der Sechsecksflache. 5 (I
3 |ermittelt die besondere Lage von g beziiglich des Sechsecks. 4 (111)
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modellldsung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

Nur fir den Dienstgebrauch!
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7. Bewertungsbogen zur Prifungsarbeit
Name des Priflings: Kursbhezeichnung:
Schule:
Teilaufgabe a)
Anforderungen Lésungsqualitat
Der Priifling maximal EK?® ZK DK
erreichbare
Punktzahl
(AFB)
1 |bestimmt eine Gleichung ... 51N
2 |gibt eine Gleichung ... 3
3 |zeigt, dass die ... 3(In
4 |berechnet den Schnittpunkt. 5(1)
Sachlich richtige Alternativen (16):
| Summe Teilaufgabe a) 16
Teilaufgabe b)
Anforderungen Lésungsqualitat
Der Priifling maximal EK ZK DK
erreichbare
Punktzahl
(AFB)
1 |zeigt, dass das ... 4 (I
2 | bestimmt den Flacheninhalt ... 3(In
3 |berechnet den Umfang ... 2
4 |bestimmt den Flacheninhalt ... 3
Sachlich richtige Alternativen (12):
Summe Teilaufgabe b) 12

2

EK = Erstkorrektur; ZK = Zweitkorrektur; DK = Drittkorrektur

Nur fir den Dienstgebrauch!
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Anforderungen Lésungsqualitat
Der Prufling maximal EK ZK DK
erreichbare
Punktzahl
(AFB)
1 |bestimmt die Hohe ... 3(In
2 |berechnet das Pyramidenvolumen. 3
3 |berechnet den Anteil ... 2
Sachlich richtige Alternativen (8):
| Summe Teilaufgabe c) 8
Teilaufgabe d)
Anforderungen Lésungsqualitat
Der Prifling maximal EK ZK DK
erreichbare
Punktzahl
(AFB)
1 |zeigt, dass die ... 5l
2 | bestimmt die gemeinsamen ... 5l
3 |ermittelt die besondere ... 4 (Il
Sachlich richtige Alternativen (14):
| Summe Teilaufgabe d) 14
| |Summe insgesamt | 50 | |
Festlegung der Gesamtnote (Bitte nur bei der letzten bearbeiteten Aufgabe ausfillen.)
Lésungsqualitat
maximal EK ZK DK
erreichbare
Punktzahl
Ubertrag der Punktsumme aus der ersten bearbeiteten Aufgabe 50
Ubertrag der Punktsumme aus der zweiten bearbeiteten Aufgabe 50
Punktzahl der gesamten Priufungsleistung 100

aus der Punktsumme resultierende Note

Note ggf. unter Absenkung um ein bis zwei Notenpunkte geman
§ 13,2 APO-GOSt

Paraphe

Nur fir den Dienstgebrauch!
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ggf. arithmetisches Mittel der Punktsummen aus EK und ZK:

Die Klausur wird mit der Note:

Unterschrift, Datum:

Grundsatze fir die Bewertung (Notenfindung)
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Punkte) bewertet.

Fur die Zuordnung der Notenstufen zu den Punktzahlen ist folgende Tabelle zu verwenden:

Note Punkte Erreichte Punktzahl
sehr gut plus 15 100 - 95
sehr gut 14 94 - 90
sehr gut minus 13 89 -85
gut plus 12 84 - 80
gut 11 79-75
gut minus 10 74 -70
befriedigend plus 9 69 — 65
befriedigend 8 64 — 60
befriedigend minus 7 59 -55
ausreichend plus 6 54 - 50
ausreichend 5 49 — 45
ausreichend minus 4 44 — 39
mangelhaft plus 3 38-33
mangelhaft 2 32-27
mangelhaft minus 1 26 - 20
ungenigend 0 19-0

Nur fir den Dienstgebrauch!
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Name:

Abiturprifung 2007
Mathematik, Grundkurs

Aufgabenstellung:

Anlasslich der FuRball-Europameisterschaft 2008 in Osterreich und der Schweiz plant ein
SuRwarenhersteller eine GroRproduktion von Uberraschungseiern, von denen jedes zehnte
— ein so genanntes EM-Ei — eine witzige Fu3ballfigur enthalten soll. Zum Versand werden
Paletten durch ein Zufallsprogramm mit Eiern bestiickt. EM-Eier sind von anderen Uber-
raschungseiern auf3erlich nicht zu unterscheiden.

a) Philipp kauft in einem Supermarkt zehn Uberraschungseier.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass er

(1) im zehnten Ei die erste Ful3ballfigur findet,
(2) inden zehn Eiern genau eine Figur findet,
(3) inden zehn Eiern mindestens drei Figuren findet. (13 Punkte)

b) Wer 10 FuRRballfiguren gesammelt hat, nimmt an einer Verlosung fur Karten der
Europameisterschaftsspiele teil. Philipp hat inzwischen 9 Figuren.

Bestimmen Sie die Zahl n der Uberraschungseier, die Philipp noch kaufen muss, um
mit 99%iger Sicherheit an der Verlosung teilnehmen zu kénnen. (9 Punkte)

c) An einer 25er-Palette gewohnlicher Uberraschungseier hatte der Supermarkt bislang
5 € Gewinn. In einer Werbeaktion werden jedem Kunden 50 € versprochen, der eine
ganze 25er-Palette Uberraschungseier kauft und keine einzige FuRballfigur findet. Der
Marktleiter geht von dem ungiinstigsten Fall aus, dass alle Kunden, die keine Figur finden,
sich auch melden und die Pramie einfordern.

Bestimmen Sie den mittleren Gewinn pro Palette, den der Supermarkt wéhrend der
Werbeaktion erwarten kann. (9 Punkte)

Nur fir den Dienstgebrauch!
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Ein Kunde schreibt dem Hersteller: ,Nach dem Kauf von zehn Uberraschungseiern
musste ich zu meiner grof3en Enttduschung feststellen, dass keines der Eier eine Figur
enthielt.” Nachdem der Hersteller zahlreiche solcher Briefe erhalten hat, wird beschlossen,
den Anteil der Figuren in den Eiern zu erhéhen.
Ermitteln Sie, wie groR der Anteil der EM-Eier an den Uberraschungseiern mindestens
sein misste, damit die Kunden mit wenigstens 90%iger Wahrscheinlichkeit erwarten
koénnen, in wenigstens einem von zehn gekauften Eiern eine FuRRballfigur zu finden.

(9 Punkte)

Ein bekannter Discounter lasst exklusiv Uberraschungseier mit eigenen EM-Figuren
herstellen und verspricht, dass in mindestens der Halfte seiner Uberraschungseier eine
FuRballfigur enthalten ist. Philipp mdchte die Behauptung des Discounters einem Test
unterziehen.

Beschreiben Sie einen solchen Test (ZufallsgroRe, begrindete Auswahl der Hypothesen)
und ermitteln Sie eine Entscheidungsregel fir eine Stichprobe von 50 Eiern und eine
Irrtumswahrscheinlichkeit von hdchstens 5 %. (10 Punkte)

Zugelassene Hilfsmittel:

— Wissenschatftlicher Taschenrechner (ohne oder mit Grafikfahigkeit)

Mathematische Formelsammlung

— Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung

Nur fir den Dienstgebrauch!
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Tabelle 1: Kumulierte Binomialverteilung fiir n = 100
F(n;p;k) =B (n;p;0)+...+ B (n;p;k) = [gj p°(1-p)" " ..+ [E] p*(1-p)"

I p
[ k| [ 002 0,05 0,1 0,2 0,25 o5 |
0 0,1326 0,009  0,0000 0,0000 0,0000  0,0000 99
1 0,4033  0,0371 00003 0,0000 0,0000  0,0000 98
2 0,6767  0,1183 0,0019  0,0000  0,0000  0,0000 97
3 0,8590  0,2578  0,0078  0,0000  0,0000  0,0000 96
4 0,9492  0,4360  0,0237  0,0000  0,0000  0,0000 95
5 0,9845 0,6160 0,0576  0,0000  0,0000  0,0000 94
6 0,9959  0,7660 0,1172  0,000L  0,0000  0,0000 93
7 0,9991 0,8720 0,2061  0,0003  0,0000  0,0000 92
8 0,9998 09369 0,3209  0,0009  0,0000  0,0000 91
9 09718 04513 0,0023  0,0000  0,0000 90
10 0,9885 05832 0,0057 0,001  0,0000 89
11 0,9957 0,7030 0,0126  0,0004  0,0000 88
12 0,9985  0,8018  0,0253  0,0010  0,0000 87
13 0,9995  0,8761  0,0469  0,0025  0,0000 86
14 0,9999 09274 0,0804 0,0054  0,0000 85
15 0,9601 0,1285 0,0111  0,0000 84
16 0,9794 01923  0,0211  0,0000 83
17 0,9900 02712  0,0376  0,0000 82
18 0,9954  0,3621  0,0630  0,0000 81
19 0,9980 0,602  0,0995  0,0000 80
20 0,9992 05595 0,1488  0,0000 79
21 0,9997 06540  0,2114  0,0000 78
22 0,9999  0,7389  0,2864  0,0000 77
23 0,8109  0,3711  0,0000 76
24 0,8686  0,4617  0,0000 75
25 09125 05535  0,0000 74
26 0,9442 06417  0,0000 73
27 0,9658  0,7224  0,0000 72
28 0,9800  0,7925  0,0000 71
29 0,9888  0,8505  0,0000 70
30 0,9939  0,8962  0,0000 69
31 0,9969 09307  0,0001 68
32 0,9984  0,9554  0,0002 67
33 0,9993 09724  0,0004 66
34 0,9997 09836  0,0009 65
35 0,9999 09906  0,0018 64
36 0,9948  0,0033 63
37 0,9973  0,0060 62
38 0,9986  0,0105 61
39 0,9993  0,0176 60
40 0,9997  0,0284 59
i1 0,9999  0,0443 58
42 0,0666 57
43 0,0967 56
44 0,1356 55
45 0,1841 54
46 0,2421 53
47 0,3086 52
48 0,3822 51
49 0,4602 50
50 0,5398 49
51 0,6178 48
52 0,6914 47
53 0,7579 46
54 0,8159 45
55 0,8644 44
56 0,9033 43
57 0,9334 42
58 0,9557 41
59 0,9716 40
60 0,9824 39
61 0,9895 38
62 0,9940 37
63 0,9967 36
64 0,9982 35
65 0,9991 34
66 0,9996 33
| 67 | 09998 |32 |
[ o098 0,95 0,9 0,8 0,75 05 | | k|

Nicht aufgefiihrte Werte sind (auf 4 Dez.) 1,0000
Bei grau unterlegtem Eingang, d.h. p > 0,5 gilt: F (n;p;k) = 1- abgelesener Wert

Nur fir den Dienstgebrauch!
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Tabelle 2: Kumulierte Binomialverteilung fir n =50

F(n;p;k)=B(n;p;0)+...+ B(n; p;k)

= (gj p°(1-p)"" +... +(Ej p* (1-p)"™
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p

k|| 0,02 0,05 0,1 0,2 0,25 05 |
0| 03642 0,0769 0,0052 0,0000 0,0000 0,0000 [49
1| 07358 10,2794 0,0338 0,0002 0,0000 0,0000 |48
2| 09216 05405 0,1117 0,0013 0,0001 0,0000 |47
3| 09822 10,7604 0,2503 0,0057 0,0005 0,0000 |46
4| 09968 08964 04312 00185 0,0021 0,0000 [45
5| 09995 09622 0,6161 0,0480 0,0070 0,0000 |44
6 0,9882 10,7702 0,1034 0,0194 0,0000 |43
7 0,9968 0,8779 0,1904 0,0453 0,0000 |42
8 0,9992 09421 0,3073 0,0916 0,0000 |41
9 0,9998 0,9755 0,4437 0,1637 0,0000 |40
10 0,9906 05836 0,2622 0,0000 |39
11 0,9968 0,7107 0,3816 0,0000 |38
12 0,9990 0,8139 0,5110 0,0002 |37
13 0,9997 0,8894 0,6370 0,0005 |36
14 0,9393 10,7481 0,0013 |35
15 0,9692 0,8369 0,0033 |34
16 0,9856 0,9017 0,0077 |33
17 0,9937 10,9449 0,0164 (32
18 0,9975 09713 0,0325 |31
19 0,9991 09861 0,0595 [30
20 0,9997 0,9937 0,1013 |29
21 0,9999 0,9974 0,1611 (28
22 0,9990 0,2399 |27
23 0,9996 0,3359 |26
24 0,9999 0,4439 |25
25 0,5561 |24
26 0,6641 |23
27 0,7601 |22
28 0,8389 |21
29 0,8987 |20
30 0,9405 |19
31 0,9675 |18
32 0,9836 |17
33 0,9923 (16
34 0,9967 |15
35 0,9987 |14
36 0,9995 |13
37 0,9998 |12

| 098 0,95 0,9 0,8 0,75 05 ||k

p

Nicht aufgeflihrte Werte sind (auf 4 Dez.) 1,0000
Bei grau unterlegtem Eingang, d. h. p>0,5 gilt: F (n; p;k) =1-abgelesener Wert

Nur fir den Dienstgebrauch!
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¢(z)=0,
¢(-2)=1-9¢(2)
z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 | 5000 5040 5080 5120 5160 5199 5239 5279 5319 5359
0,1 | 5398 5438 5478 5517 5557 5596 5636 5675 5714 5753
0,2 | 5793 5832 5871 5910 5948 5987 6026 6064 6103 6141
0,3 | 6179 6217 6255 6293 6331 6368 6406 6443 6480 6517
0,4 | 6554 6591 6628 6664 6700 6736 6772 6808 6844 6879

0,5 | 6915 6950 6985 7019 7054 7088 7123 7157 7190 7224
0,6 | 7257 7291 7324 7357 7389 7422 7454 7486 7517 7549
0,7 | 7580 7611 7642 7673 7704 7734 7764 7794 7823 7852
0,8 | 7881 7910 7939 7967 7995 8023 8051 8078 8106 8133
0,9 | 8159 8186 8212 8238 8264 8289 8315 8340 8365 8389

1,0 | 8413 8438 8461 8485 8508 8531 8554 8577 8599 8621
1,1 | 8643 8665 8686 8708 8729 8749 8770 8790 8810 8830
1,2 | 8849 8869 8888 8907 8925 8944 8962 8980 8997 9015
1,3 | 9032 9049 9066 9082 9099 9115 9131 9147 9162 9177
14| 9192 9207 9222 9236 9251 9265 9279 9292 9306 9319

15| 9332 9345 9357 9370 9382 9394 9406 9418 9429 9441
1,6 | 9452 9463 9474 9484 9495 9505 9515 9525 9535 9545
1,7 | 9554 9564 9573 9582 9591 9599 9608 9616 9625 9633
1,8 | 9641 9649 9656 9664 9671 9678 9686 9693 9699 9706
19| 9713 9719 9726 9732 9738 9744 9750 9756 9761 9767
20| 9772 9778 9783 9788 9793 9798 9803 9808 9812 9817
2,1 | 9821 9826 9830 9834 9838 9842 9846 9850 9854 9857
2,2 | 9861 9864 9868 9871 9875 9878 9881 9884 9887 9890
23| 9893 9896 9898 9901 9904 9906 9909 9911 9913 9916
24| 9918 9920 9922 9925 9927 9929 9931 9932 9934 9936
25| 9938 9940 9941 9943 9945 9946 9948 9949 9951 9952
26| 9953 9955 9956 9957 9959 9960 9961 9962 9963 9964
2,7 | 9965 9966 9967 9968 9969 9970 9971 9972 9973 9974
28| 9974 9975 9976 9977 9977 9978 9979 9979 9980 9981
29| 9981 9982 9982 9983 9984 9984 9985 9985 9986 9986

3,0 | 9987 9987 9987 9988 9988 9989 9989 9989 9990 9990
3,1 | 9990 9991 9991 9991 9992 9992 9992 9992 9993 9993
3,2 | 9993 9993 9994 9994 9994 9994 9994 9995 9995 9995
3,3 | 9995 9995 9995 9996 9996 9996 9996 9996 9996 9997
3,4 | 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9998
3,5 | 9998 9998 9998 9998 9998 9998 9998 9998 9998 9998
3,6 | 9998 9998 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999
3,7 | 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999
3,8 | 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999

Beispiele fir den Gebrauch:

#(2.32)=0,9898 $(2)=0,994 =z =251
¢(-0,9) =1-¢(0,9) = 0,1841

Nur fir den Dienstgebrauch!
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Unterlagen flr die Lehrkraft

Abiturprufung 2007
Mathematik, Grundkurs

1. Aufgabenart
2 Stochastik

2. Aufgabenstellung

siehe Prifungsaufgabe

3. Materialgrundlage

4. Bezuge zu den Vorgaben 2007

1. Inhaltliche Schwerpunkte
— Wabhrscheinlichkeit
— Binomialverteilung einschlief3lich Erwartungswert und Standardabweichung
- Einseitiger Hypothesentest

2. Medien/Materialien
— entfallt

o

Zugelassene Hilfsmittel

Wissenschaftlicher Taschenrechner (ohne oder mit Grafikfahigkeit)
Mathematische Formelsammlung
Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung

6. Vorgaben fur die Bewertung der Schilerleistungen
6.1 Modellldsungen
Modelllésung a)

Die ZufallsgrofRe X beschreibe die Anzahl der EM-Eier. X ist binomialverteilt mit n =10
und p=0,1.
(1) Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 0,9°-0,1=~0,0387

10)-0,1~o,99 ~0,3874

@ Px ==}

10
1

10

(3) P(X 23)=1-P(X 32)=1—0,910_( (

)-0,1-0,99 —( )-0,12 -0,9° = 0,0702

Nur fir den Dienstgebrauch!
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Modelllésung b)
P(X>1)>099 < 1-P(X=0)>0,99 < 0,01>0,9" < 1g0,01>nlg0,9 < 43,7<n.

Philipp muss mindestens noch 44 Uberraschungseier kaufen.
Alternativ kann die Lésung auch durch gezieltes Probieren gefunden werden.

Modelllésung c)

Die ZufallsgroRe Y bezeichne den Gewinn des Supermarkts pro Palette.

Mit P(Y =5)=1-0,9*und P(Y =-45)=0,9” folgt

E(Y)=5-(1-0,9%)-45-0,9% ~1,41. Der Erwartungswert fur den Gewinn des Super-
marktes pro 25er-Palette betrdgt demnach 1,41 €.

Modelllésung d)
P(X >1)2>0,9
& 1-P(X=0)209<1-(1-p)° 20,9 1-p<¥0,1 < p>1-0,1=0,2057.

Der Anteil der EM-Eier muss mindestens rund 20,6 % betragen.

Modellldsung e)

Die ZufallsgroRe Z gibt die Zahl der FuBballfiguren in einer Stichprobe von n =50 Uberra-
schungseiern an. Der unbekannte Parameter der Binomialverteilung sei p. Getestet wird
H,:p=0,5 gegen H,: p <0,5, wenn man davon ausgeht, dass Philipp die Angaben des
Discounters bezweifelt, sich jedoch gegen eine Fehleinschatzung (Fehler 1. Art) absichern
mochte, bevor er z. B. einen Brief an den Discounter schreibt.

Die Tabelle der kumulierten Binomialverteilung fir n=50 liefert P(Z <18) = 0,0325 und
P(Z <£19) = 0,0595. Demnach lautet die Entscheidungsregel, dass die Hypothese

H, : p = 0,5 bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5 % abzulehnen ist, wenn die gekaufte
Stichprobe héchstens 18 EM-Eier enthalt.

Geht man davon aus, dass Philipp den Angaben des Discounters grundsatzlich traut, aber
ein Interesse daran hat, sicherzugehen, bevor er sich z. B. auf einen gré3eren Kauf ein-
lasst oder anderen zum Kauf rét, so wird H, : p < 0,5 gegen H, : p 20,5 getestet. In die-
sem Fall ist P(Z >32) = 0,0325und P(Z = 31) = 0,0595. Die Hypothese H, : p < 0,5 ist
bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% abzulehnen, wenn die gekaufte Stichprobe
mehr als 31 EM-Eier enthalt.

Nur fir den Dienstgebrauch!
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6.2 Teilleistungen — Kriterien

Teilaufgabe a)

Anforderungen PR
Punktzalhl
Der Prifling (AFB)
1 |berechnet P(,im zehnten Ei ist die erste Figur"). 3
2 |berechnet die Wahrscheinlichkeit P(X =1). 4 (1)
3 | berechnet die Wahrscheinlichkeit P(X = 3). 6 (1)
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modellldsung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

Teilaufgabe b)

Anforderungen enreiohbare
Der Priifling Kok
1 |bestimmt einen Losungsansatz fir n . 5 (I
2 |bestimmtn. 4 (I
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modellldsung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

Teilaufgabe ¢)

Anforderungen e
Punktzahl
Der Priifling (AFB)
1 |ermittelt die Gewinn- und Verlustwahrscheinlichkeiten des Supermarktes. 6 (1)
2 |berechnet den Erwartungswert des Gewinns. 3
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modellldsung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

Teilaufgabe d)

Anforderungen e
Punktzahl
Der Priifling (AFB)
1 [bestimmt den Losungsansatz fur p. 5 (1)
2 |berechnet p. 4 (1)
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modellldsung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

1 AFB = Anforderungsbereich

Nur fir den Dienstgebrauch!
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Teilaufgabe e)
Anforderungen P
Punktzahl
Der Prifling (AFE)
1 |beschreibt einseitigen Hypothesentest zur Ablehnung von p > 0,5 oder p<0,5. 6 (Il
2 |ermittelt eine Entscheidungsregel, bei der in der Antwort auf den Kontext wieder 4 (I
Bezug genommen wird.
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg muss nicht identisch mit dem der Modellldsung sein.
Sachlich richtige Alternativen werden an dieser Stelle mit entsprechender Punktzahl bewertet.

Nur fir den Dienstgebrauch!
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Name des Priflings: Kursbhezeichnung:
Schule:
Teilaufgabe a)
Anforderungen Lésungsqualitat
Der Priifling Jmaximal | EK? ZK DK
Punktzahl
(AFB)
1 |berechnet P(,Im ... 3
2 | berechnet die Wahrscheinlichkeit ... 4N
3 | berechnet die Wahrscheinlichkeit ... 6 ()
Sachlich richtige Alternativen (13):
| Summe Teilaufgabe a) 13
Teilaufgabe b)
Anforderungen Lésungsqualitat
Der Priifling er':'eai‘z:j";f;'re EK ZK DK
Punktzahl
(AFB)
1 |bestimmt einen Lésungsansatz ... 5 (I
2 |bestimmtn. 4 (I
Sachlich richtige Alternativen (9):
|Summe Teilaufgabe b) 9
Teilaufgabe c)
Anforderungen Lésungsqualitat
Der Prifling naximal EK ZK DK
Punktzahl
(AFB)
1 |ermittelt die Gewinn- ... 6 (Il
2 |berechnet den Erwartungswert ... 3
Sachlich richtige Alternativen (9):
Summe Teilaufgabe c) 9

2 EK = Erstkorrektur; ZK = Zweitkorrektur; DK = Drittkorrektur

Nur fir den Dienstgebrauch!
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Teilaufgabe d)
Anforderungen Lésungsqualitat
Der Prufling maximal EK ZK DK
erreichbare
Punktzahl
(AFB)
1 |bestimmt den Lésungsansatz ... 5 (1)
2 |berechnet p. 4 ()
Sachlich richtige Alternativen (9):
| Summe Teilaufgabe d) 9
Teilaufgabe e)
Anforderungen Lésungsqualitat
Der Prifling erTeailZihngzlre EK ZK DK
Punktzahl
(AFB)
1 |beschreibt einseitigen Hypothesentest ... 6 (Il
2 |ermittelt eine Entscheidungsregel, ... 4 (I
Sachlich richtige Alternativen (10):
Summe Teilaufgabe e) 10
Summe insgesamt 50
aus der Punktsumme resultierende Note
Note ggf. unter Absenkung um ein bis zwei Notenpunk-
te geman § 13,2 APO-GOSt
Paraphe
| |Summe insgesamt | 50 | | |

Festlegung der Gesamtnote (Bitte nur bei der letzten bearbeiteten Aufgabe ausfillen.)

Lésungsqualitat
maximal EK ZK DK

erreichbare
Punktzahl

Ubertrag der Punktsumme aus der ersten bearbeiteten Aufgabe 50

Ubertrag der Punktsumme aus der zweiten bearbeiteten Aufgabe 50

Punktzahl der gesamten Prufungsleistung 100

aus der Punktsumme resultierende Note

Note ggf. unter Absenkung um ein bis zwei Notenpunkte geman
§ 13,2 APO-GOSt

Paraphe

Nur fir den Dienstgebrauch!
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ggf. arithmetisches Mittel der Punktsummen aus EK und ZK:

Die Klausur wird mit der Note:

Unterschrift, Datum:

Grundsatze fur die Bewertung (Notenfindung)

M GK HT 7
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Punkte) bewertet.

Fur die Zuordnung der Notenstufen zu den Punktzahlen ist folgende Tabelle zu verwenden:

Note Punkte Erreichte Punktzahl
sehr gut plus 15 100 - 95
sehr gut 14 94 - 90
sehr gut minus 13 89 -85
gut plus 12 84 — 80
gut 11 79-75
gut minus 10 74 -70
befriedigend plus 9 69 — 65
befriedigend 8 64 — 60
befriedigend minus 7 59 -55
ausreichend plus 6 54 - 50
ausreichend 5 49 — 45
ausreichend minus 4 44 — 39
mangelhaft plus 3 38-33
mangelhaft 2 32-27
mangelhaft minus 1 26 - 20
ungenigend 0 19-0

Nur fir den Dienstgebrauch!
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